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1. Tema 1: Combinatoria y
Teoria Elemental de Grafos

1.1. Definiciones

Definicién 1.1. Una permutacién de un conjunto X es una aplicacién biyectiva
f:X—=X.

El conjunto de todas las permutaciones de un conjunto X se denota Perm(X). En
particular, si X = {1,2,...,n} el conjunto de permutaciones se representa por S,
y su cardinal es n!. (importa el orden)

Definicién 1.2. Se llaman variaciones sin repeticién de n elementos, tomados
de m en m a cada una de las posibles elecciones ordenadas de m elementos distintos,
dentro de un conjunto de n elementos. (también importa el orden)

m n!
" (n—m)!

Definicién 1.3. Se llaman variaciones con repeticién de n elementos, tomados de
menm ...

En ambos casos, dos posibles elecciones se diferencian, bien en la naturaleza de los
elementos elegidos, bien en el orden en el que se han elegido.

Definicién 1.4. Una combinacién sin repeticion de n elementos tomados de m en
m, con 1 < m < n, es cada uno de los posibles subjconjuntos de m elementos
distintos dentro de un conjunto de n elementos. (no importa el orden).

El niimero de combinaciones sin repeticién de n elementos tomados de m a m,
Definicién 1.5. Una combinacién con repeticion de n elementos tomados de m
am, 1 < m < n, es cada una de las posibles agrupaciones de m elementos (no

necesariamente distintos).

En ambos casos se tiene por tanto que dos combinaciones son iguales si y solo si
tienen los mismos elementos sin importar el orden.

Proposicion 1.1.
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Definicién 1.6. Dado {aq,as,...,a,} C {1,2,...,n}, un ciclo de longitud m es
una permutacion o € .5, tal que

a(a,» = Qi1 1= 1,...,am_1

olam) =ay

olaj) =a; Va; ¢{a1,a2,...,an}
y lo representamos o = (aq, as, . . . , ), pero también por (as, . . ., am, a1) = (as, ..., a1, a9) =
<o = (am,ai,...,an_1). Hay m formas distintas de representar un ciclo de longitud

m.

Ejemplo. En Ss, los ciclos de longitud 2 son (12),(13),(23) y los de longitud 3
son (123),(231), (312);(132), (321), (213). El ntmero de ciclos de longitud 3, como

importa el orden, hay V3> = P, pero cada ciclo de longitud 3 se expresa de 3 maneras
3

. . V.
distintas, el nimero de ciclos es — = 2.

m

En general, el nimero de ciclos de longitud m en S, = —
m

1.2. Grafos. Introduccion

Definicién 1.7. Un grafo G es un par (V, E), donde V' y E son dos conjuntos, junto
con una aplicacion vg : E — {{u,v} : u,v € V}. V es el conjunto de vértices, F el
conjunto de lados o aristas y v aplicacién de incidencia.

Ejemplo. Puentes de Konigsberg

Definicién 1.8. Un grafo dirigido u orientado es un par (V, E), donde V' y E son
conjuntos, junto con dos aplicaciones s,t: E — V.

Definicién 1.9. Sea G = (V,E) un grafo con aplicacién de incidencia 7. Un
subgrafo de G es un nuevo grafo G’ = (V/, E’) donde V' C V| E' C E y se verifica
que g (e) = vg(e) para cualquier e € E'.

Definicién 1.10. Un subgrafo G’ se dice pleno si se verifica que e € E es tal que
v(e) € (V') entonces e € E’, es decir, si tiene todas las aristas de G que unen
vértices de V.

Definicién 1.11. Un camino es una sucesion finita de lados con la propiedad de
que cada lado acaba donde empieza el siguiente.

Un camino de longitud n es una sucesion de lados eq,es, ..., e,, junto con una su-
cesién de vértices vy, vy, . .., v, tales que vg(e;) = {vi_1,v;}.

Un camino puede ser:
e) Cerrado: camino que empieza y acaba en el mismo vértice.
¢) Recorrido: camino sin lados repetidos.

¢) Simple:
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Sea GG un grafo, si existe un camino de u a v, entonces existe un camino simple de
uawv.

Sea G un frafo y sean u y v dos vértices distintos. Si existen dos caminos simples
distintos de u a v, entonces hay un ciclo en G.

En el conjunto de vértices de un frafo G se puede establecer la siguiente relacion
binaria R (que es de equivalencia)

u,v € V,uRv <= existe un camino de u a v

Definicién 1.12. Un grafo se dice conexo si todo par de vértices estan relaciona-
dos por la relacion anterior, es decir, estan conectados por un camino. El conjunto
cociente V/R es unitario.

Definicién 1.13. Sea GG un grafo cuyo conjunto de vértices es V = {vy, vo,...,v,}.
Se define su matriz de adyacencia como la matriz A € M, (N) cuyo coeficiente a;; es
el nimero de aristas que unen v; con v;.

Propiedades. Para un grafo sin lazos y no dirigido se verifica que:
) los elementos de la diagonal principal son todos 0
) es simétrica

e) la matriz de adyacencia no es tunica, depende de la ordenacion de los vértices
(se pasa de una a otra mediante una permutacién, matriz invertuble con un 1
por fila y los demés ceros)

¢) toda matriz cuadrada con coeficientes en N es la matriz de adyacencia de algin
grafo

°)

Teorema 1.2. Sea G un grafo y A su matriz de adyacencia. En la posicién ij de la
matriz A aparece el niimero de caminos de longitud &k que unen v; y v;.

Se demuestra por induccién sobre n.

Definicién 1.14. Sea G un grafo cuyo conjunto de vértices es V = {vy,v9, ..., v, }.
Se define su matriz de incidencia como la matriz A € M,,«,»(N) cuyo coeficiente
a;; vale 1 si v; € ya(e;) v 0 en otro caso.

Propiedades.
e) La matriz de incidencia no es tnica, depende de la ordenacién de los vértices.

e) Si un grafo tiene lados paralelos
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Ejemplo. Supongamos que tenemos la siguiente matriz de adyacencia:

== O = O
— = = O
oo o~ Oo
[Tl e R e B
O OO = =

Entonces el grafo asociado sera:

Ejemplo. Supongamos que tenemos la siguiente matriz de adyacencia:

0111
1 000
1 001
1010
Entonces el grafo asociado sera:
U1 U2
V4 V3

Definicién 1.15. Dos grafos G y G’ se dice que son isomorfos si existen dos biyec-
ciones hy : V. — V' hgp : E — FE’ tales que para cada lado e € F se verifica que

16(he(e)) = {}

Definicién 1.16. Una propiedad se dice invariante por isomorfismo si dados dos
grafos isomorfos G y G’, uno satisface la propiedad si y solo si lo satisface el otro.
Los dos primeros invariantes son el nimero de vértices y el nimero de lados.

Definicién 1.17. Sea G un grafo y v un vértice de G se define el grado de v,
y lo denotaremos por gr(v), como el nimero de lados que son incidentes en v.
Denotaremos mediante Dg(G) al nimero de vértices de V' de grado k. A la sucesién
Dy(G), D1(G),...,Di(G),... lallamaremos sucesién de grados del grafo.

Observacion. El grado de un vértice es un invariante por isomorfismos, esto es,
gr(v) = gr(hv(v)).

Observacion. Las sucesiones de grados de dos grafos isomorfos son iguales.
Propiedades.

e) La relacién entre grados y lados la podemos expresar como
Z gr(v)) =2-1

con | = |E| el niumero de lados.

¢) En un grafo, el nimero de vértices de grado impar es par.

8
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Definicién 1.18. Un grafo se dice que es regular si todos los vértices tienen el
mismo grado.

Ejercicio 1.2.1. (Ejercicio 5 de la relacién)

A

C D

Definicién 1.19. Se llama grafo completo de n vértices y se denota K, al grafo
(con n vértices) que no tiene lados paralelos, y dados dos vértices hay un lado que

1
los une. |V| =n; |E| = é(n —1)-n.

Su matriz de adyacencia vale 0 en la diagonal principal y 1 en el resto (de forma
que haya n — 1 unos en cada fila).

Definicién 1.20. Sea G = (V, E) un grafo. Se dice que G es bipartido si podemos
descomponer V' en dos subconjuntos disjuntos V; y V2 de manera que todo lado
incide en un vértice de V4 y en un vértice de Va. |V| = |Vi| + |Val.

Definicién 1.21. Un grafo G = (V, E) se dice bipartido completo si es bipartido y
para cada v; € V; y vy € V5 existe un unico lado e € E tal que y(e) = {vy,v2}. Se
denotan mediante K, ,,, donde n = |Vi| y m = |V3|. En este cado, |V|=m+ny
|E| =m - n.

Definicién 1.22. Un grafo G = (V, E) se dice ciclo con n vértices si cada vértice
es incidente tnicamente con los vértices anterior y posterior. |[V| =ny |E| = n. Se
denota mediante C),.

Definicién 1.23. Un grafo G = (V, E) se dice rueda con n vértices si cada vértice
es incidente inicamente con los vértices anterior y posterior y con un tercer vértice
central. |[V| =n+ 1y |E| = 2n. Se denota mediante W,,.

Definicién 1.24. Sean dy,ds,...,d, € N. Decimos que la sucesiéon dy,ds, ..., d, es
una sucesion grafica si existe un grafo GG sin lazos, ni lados paralelos con n vértices
{v1,v9,...,v,} y tal que gr(v;) = d;. Diremos que G es una realizacién de la sucesion
di,do, ..., d,.

Teorema 1.3. (Havel-Hakini)

Sea dy,ds, .. .,d, una sucesién de niumeros naturales ordenada (d; > ds > ... > d,,)
y con d; < n. Entonces dy,ds, ..., d, es una sucesion grafica si y solo si dy — 1,d3 —
1,...,dg,+1 —1,dg 42, ...,d, es una sucesion grafica.

Definicién 1.25. Un camino de Euler en un grafo G es un recorrido en el que
aparecen todos los lados.

Definicién 1.26. Un circuito de Euler es un camino de Euler cerrado .
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Definicién 1.27. Un grafo G es un grafo de Euler si es conexo y tiene un circuito
de Euler.

Teorema 1.4. Un grafo conexo es de Euler si y solo si todos sus vértices son de
grado par.

Demostracion.

=) Supongamos que G es conexo y es de Euler. Sea a un circuito de Euler y
para cada vez que pasamos por un vértice le estamos anadiendo un grado 2 al

vértice. Como cada lado aparece una sola vez, entonces el grado es multiplo
de 2.

<) Se hace por induccién. Veamos qué ocurre para el caso n = 4. Hagamos la
siguiente particion:

01 = V1€1V2€2V3€6V1
09 = UV3€30V4€4U5€1U3

03 = V2€9V4€10V1€3V3V2

y hacemos el siguiente circuito, conectando los anteriores por vs y vy:

0 = U3€6U1€1V2€2U3€3V4€10V1€5U5E8V2E9V4C4V5E7V3

10



2. Tema 2: Grupos. Definicidn,
generalidades y ejemplos

Definicién 2.1. Sea G un conjunto, una operacion binaria en G es una aplicacion

x:GxGE—=G
(a,b) —axb=a-b=ab

Ejemplo.
1. Suma y producto en N, Z, R
2. Dado X un conjunto, P(X), U, N son operaciones binarias.

Definicién 2.2. Un monoide es un conjunto no vacio junto con una operacion
binaria verificando:

i) La propiedad asociativa: (zxy) * z = x % (y * 2)

ii) Existencia de elemento neutro: Je € G tal que exx =2 Vr € G
Lema 2.1. En un monoide el neutro es unico.
Ejemplo.

1. (N;4,0), (N, x,1)

2. (P(X),n, X), (P(X),u,0)

Definicién 2.3. Un grupo es un conjunto no vacio junto con una operacion binaria
verificando:

i) La propiedad asociativa: (zxy) * z = x % (y * 2)
ii) Existencia de elemento neutro: de € G tal que exx =2 Vr € G
iii) Existencia de elemento simétrico: Vo € G 3z’ € G tal que z x 2’ = e
y si ademas se cumple que
iv) Propiedad conmutativa: x xy =yxz Vr,y € G
Entonces G es un grupo abeliano.

Observacion.

11
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1.
2.

3.

(G,*x,e) ~ G
Notacién multiplicativa:
o) Txy=u1y

e) Neutro ~ 1

e) simétrico ~» inverso z~!

Notacién aditivas:

°) z+y
e) Neutro ~ 0

e) simétrico ~» opuesto —x

Ejemplo.

1.
2.

10.

11.

. n 21, p, = {raices complejas de 2" — 1} = {& = cos 2T + isen

Z,Q,R,C con la suma son grupos abelianos.

Q*,R*,C* con el producto son grupos abelianos.
{1,—1,i,—i} C C con el producto es un grupo abeliano.
(M3(R),+) es un grupo abeliano

GLs(R) el grupo lineal de orden 2 con el producto es un grupo (pero no
abeliano, ya que el producto de matrices no es conmutativo).

GLy(R) = {A € My(R) tal que det(A) # 0}

. Zy, con la suma es un grupo abeliano.

U(Z,) = {a € Z, tal que m.c.d(a,n) = 1} con la multiplicacién (multiplica-
ci6én de clases) es un grupo abeliano. Por ejemplo:

U(Zy) = {1,3} 1-1=1,3-3=1

Zkm o —
0,....,n—1} = {1,§,&, ..., & tal que { = cos 2 + isen 2} es un grupo
abeliano con el producto.

SLy(K) = {matrices con det = 1} con K un cuerpo con el producto de matrices
es un grupo.

G y H grupos, G x H es un grupo con (x,y) * (z',y') = (z2’,yy’) y se llama
producto directo de Gy H.

Sea X un conjunto no vacio. Consideramos
S(X) ={f:X — X biyectivas}

el conjunto de las permutaciones de X. Con la composicién es un grupo.
Llamaremos a este grupo S,, donde n serd el nimero de elementos de X,

X ={1,2,...,n}.

12



Algebra II 2. Tema 2: Grupos. Definicion, generalidades y ejemplos

12. Sean G un grupo, X un conjunto. Consideramos
Apl(X,G) = G* = {f : X — G aplicaciones}
podemos definir (f * g)(x) = f(x)g(z). Si f € G¥, tendremos que f'(z) =
(f ()"
Si X = 0, entonces G* = {0} y si X = {1,2}, entonces G¥ es isomorfo a
G x G,
Lema 2.2. Sea G un grupo, entonces
i) xa7l =e Vo €.
ii) ze=2 VzedG.
Demostracion.
) 27Nz ™) = (z ')zt =ex! =2~
i) ze =z(z7'z) = (za o =ex =2
O

Lema 2.3. En un grupo G, el neutro del grupo y el simétrico de cada elemento son
unicos.

Lema 2.4. (Propiedad cancelativa).

‘v’x,y,zGG{ Yy =rE=Y =2
TYy=zy=1x=2
Demostracién. Para el primer caso tenemos y = ey = (z7'a)y = 7 (xy) =
v Yzz) = (x7'w)z = ez = 2. El segundo caso es analogo O

Lema 2.5. Sea G un grupo, entonces
i)el=e
i) (z ) =2 Vred.
i) (xy) =y to! Vz,y e G.
Demostracion.
i) ee=e
i) zz7 = = (z7 ) ==z,
i) (y e ) (ey) =y e ey =y ey =y 'y =e
g

Lema 2.6. Sea G un conjunto no vacio con una operacién binaria asociativa. En-
tonces son equivalentes:

13
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i) G es un grupo.

ii) Para cada par de elementos a,b € G, las ecuaciones aX = b, Xa = b tienen
solucién en G, es decir, que Je¢,d € G de forma que ac = by da = b, en cuyo
caso ¢ y d son las soluciones de la ecuacién.

Demostracion.
)=i)) aX=b=c=atbyXa=b=d=ba".
ii) = i) ) Sabemos que aX = b tiene solucién y la notamos por e,. Consideramos también
Vb € G, Xa = by tomamos z tal que xra = b. Entonces be, = xae, = ra =

b = e, ~ e es un neutro por la derecha. Por tanto tenemos que aX = e ~~
Ja~! = G es un grupo.

0

Lema 2.7. (Ley asociativa general)
Sea GG un grupo, Vo € G, Vm,n > 0 con n > m > 0, entonces se tiene

" n >0
— e n=>0 T =z" -z
(x7H™ n<0

Definicién 2.4. Potencia

Definicién 2.5. Sea G un grupo, si GG tiene un nimero finito de elementos, entonces
se llama grupo finito y a ese nimero de elementos se le llama orden del grupo y
lo notaremos por |G].

Definicién 2.6. (Tabla de Cayley)
En un grupo finito G = {x; = 1,29, ..., 2,} se llama tabla de Cayley (o tabla de
multiplicar) a la matriz n x n cuya entrada (i, j) es z;x;.

Ejemplo.
o) G={0,1}
*q 0|1
01
11110
*9 01
110
1101
o) G={0,1,2}
+(0]1)2
010(1]2
1111210
212101

14
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o) G=1{0,1,2,3}

0(1]2]3
0(0]1]2]3
11112310
2121301
313[0]1]2

0(1]2]3
0(0[11]2]3
111(0]3]2
2121301
31312]1]0

Propiedades.

¢) Todas las tablas son simétricas (en el caso de grupo abeliano).

e) Todos los elementos aparecen en todas las filas y todas las columnas (sino las
ecuaciones del lema anterior no tendrian solucién).

e) Tiene que haber una fila igual que el encabezado (actia de neutro).

Definicién 2.7. En un grupo G, el orden de un elemento x es el menor entero
positivo n si existe, tal que 2™ = 1. Lo notaremos por O(z) o por ord(zx)

Si no existe dicho n, se dice que el orden es infinito.

Observacion.
2™ =1=nlm
m=ng+r 0<r<n
l=az"=2™.-2"=2"=r=0
Ejemplo.

1. O(x) =1 <= z=1
2. O(x)=0(z7") Vred
3. Vo #£0, Z, Q, R se tiene que O(z) = 400
4. C*, 0(i) =4
5. Zg, O(6) =3
Ejercicio 1. Consideramos (Z, *) donde * es la operacién binaria definida por

axb=a-+b+1

Probar que esto es un grupo abeliano.

15
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Demostracion. Para verlo tendremos que ver que verifica las propiedades de un
grupo abeliano:

o) Asociativa: (a*b)xc=(a+b+1)*xc=a+b+c+2=ax(bx*c)
e) Neutro: axx =a,a+z+ 1= a, por lo que x = —1.

1

o) Inverso: axa ' =—1,a"!

= —q— 2.

Ademas se verifica la conmutativa por ser una suma en 7 (que es conmutativa). O

2.1. Grupos Diédricos (D))

Estos grupos vienen de las isometrias de un poligono regular que dejan fija la figura
(en el plano).

2.1.1. Triangulo

Rotaciones:
o) Identidad
e) Rotacién de dngulo 2%,y 1 —2—3—1 (12 3) (r)
e) Rotacién de dngulo ¥, 75 1 —3—-2—1(132) (%)
Simetrias:
e) s1(12)s
o) sy (13) sr=s9

o) s3(23) sr?=s3

2.1.2. Cuadrado

Rotaciones:
) Identidad

¢) Rotacién de dngulo 5 (12 3 4) ()

16
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) Rotacién de dngulo 7 (1 3)(2 4) (r?)
e) Rotacién de dngulo 3% (14 3 2) (1)

Simetrias:

Observacion.
e) Se tiene que sr # rs
3

o) Ademds, sr =7r3sy r = sr

La tabla de D, sera:

1| | 72| | s | sr|sr?|sr
1 1 T r? | 73 s sr | sr? | srd
r T r? | 73 1 |sr?| s sr | sr?
r2 | r? | 1 ro|sr? | sri sr
ol e | r? | sr | sr? s s
s s | sr|sr?|srd| 1 ro|r? |
sr| st |sr?lsr?| s |3 1| r | r?
sr? | sr? | sr3 | s sr| r? | 3 1 T
sr3 | srd | s sr|sr?| r r2 | 3 1
rs=sr!

rsr=srr=s
rsr’ = srlr? = sr

rsr® = srird = sr?

2.1.3. En general, D,

D,, son las isometrias que dejan fijo un poligono regular de n lados. Tendremos 2n

elementos:
e) n rotaciones 2’“7“ =rp, k=0,...,n—1.
e) n simetrias, si,..., S,

Si n es par tendremos 7 diagonales y 5 mediatrices. Si n es impar tendremos n

radios que iran desde un vértice hasta el punto medio del lado opuesto.

17



Algebra II 2. Tema 2: Grupos. Definicion, generalidades y ejemplos

Notacion.

r = rotacion de angulo 2%
s = simetria que pasa por el origen de coordenadas y el vértice 1 (s = s1)
Lema 2.8.
1. 1,72, ..., 7" ! son todos distintos y v =1 ((O(r) = n))
2. 82=1,0(s) =2
3. 8s#1r" VO<i<n-—1(sfijael 1 pero las rotaciones no).

4. 57’%, 0 < i < n — 1 son simetrias en los ejes de simetrias (sg,83,...,5,) ¥
sr' # srl para i # j.
5. sr =1~ 's y en general sr® = rts

Ejemplo. En D, tenemos que sr?sr® = 9

Definicién 2.8. Un conjunto de generadores de un grupo G es un subconjun-
to S C G tal que todo elemento de G puede escribirse como producto finito de
elementos de S y sus inversos. Lo notaremos como G =< S > o, en el caso de
S ={z1,...,x,} podremos escribir G =< z1,...,x, >y diremos que G estd gene-
rado por S.

Cualquier elemento x € G podremos escribirlo como
r=zl'zy . ..a) 5, €8, v ==l
Ejemplo.
1. G=<2x>,5 =<2z > esun grupo ciclico. Z =<1 >
2. D,=<rs>

Definicién 2.9. Si G =< S > y existe un conjunto de relaciones Ry, Rs,..., R,,
(igualdades entre elementos de SU{1}) tal que cualquier relacién entre los elementos
de S puede deducirse de estas, entonces decimos que estos generadores y relaciones
constituyen una presentacién de G y lo escribimos como

G =< S/Rl,RQ,...,Rm >
Ejemplo.

1. D, =<r,s/rs = sr~! > (presentacién abstracta de D,).
Podemos considerar Dy =< s/s* =1 >y Dy =<r,8/1* =5
que no tienen sentido geométrico pero si abstracto.

2=1,sr =15>

2. Cp =< z/a" =1>={1,z,2%, ...,2" '} es el grupo ciclico de orden n.

3. Vabs =< gz y/a? =1, %, (zy)? =1 >=< 1,2,y,7y > es el grupo de Klein
abstracto
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4. Q¥ =< x,y/z* =1, y* = 2%, yay~ ' = 17! > es el grupo de cuaternios abs-
tracto. Tenemos que Q2% = {1, z, 2%, 23, y, vy, 2%y, 2%y}, O(x) = 4, |Q2"| = 8,
O(x?) = 2, los dem4s tienen orden 4.

Podemos identificar este grupo con SLy(C) de la siguiente forma:

S O (3 R () B Wy
c=() w=(0) m=(G) =)

y tenemos los Cuaternios Qo = {+1, 4+, +7, £k} y se tiene que i? = j2 = k? =
—1 y ademas se verifica

ij=k  jk=i ki=j
ji = —k kj=—i ik =—j

y podemos hacer la siguiente identificacion:

(oY, (i 0\ _. (0 -1\ _
—\o 1)~ T=\o =) =" ¥y=\1 o)~/

2 (0 1\ _ s (0 @) _
“"(—10—] Ty=\; o) ="

de esta forma hemos identificado el grupo Q3> con @, (la presentacién con el
grupo descrito por sus elementos).

2.2. Grupos Simétricos (5),)

Este grupo lo construiremos a partir de las permutaciones. Dado un conjunto X,
podemos definir el conjunto de aplicaciones biyectivas

S(X)={f:X — X biyectivas}
que ya se ha trabajado como el conjunto de permutaciones. Dado X = {1,...,n}
finito podemos considerar el n-ésimo grupo simétrico S(X) = S,, (con la composi-
cién). Se va a verificar que |S,| = nl.
Una forma de representar los elementos o € S,, es con la representacién matricial
1 2 3 ... n
o(l) o(2) o(3) ... o(n)
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Ejemplo. S5 podemos describirlo matricialmente de la siguiente forma:

12345 12345
02(2 345 1)~»(12345) T:(3 L s 2>W(13)(245)

1 23 45 1 2 3 45
07‘—<4 59 1 3)«/»(14)(253) 7‘0’—(4 1 5 9 3>w(142)(35)

Esta segunda representacién (la que aparece a continuacién de la matricial) es la
representacion en ciclos disjuntos. No siempre tienen que variar los elementos

Definicién 2.10. Sea o € S, tal que desplaza circularmente al conjunto {ay, ag, ..., amn} C
X y al resto de elementos los deja fijos (no se desplazan). Esto serd un ciclo de
longitud m.

Es indiferente el primer elemento de estos ciclos de forma que

o= (a1,as,...,am) = (az,a3,...,an,a1) == (A, a1, ..., 0n_1)
n

Tendremos — ciclos de longitud m.
m

V2 V3
Ejemplo. En S5 tendremos 75 ciclos de longitud 2 y ?5 ciclos de longitud 3.

Lema 2.9.

¢) El orden de un ciclo de longitud m es m.

e) Dado 0 = (a1,as,...,am) ~ 01 = (Am, Gm_1,---,02,a1).
Definicién 2.11. Los 2-ciclos los llamaremos trasposiciones

Definicién 2.12. Podemos descomponer cualquier ciclo en ciclos disjuntos de dis-
tinta longitud de la forma

o= (ar,az, ..., 0m, ) (Amy15 Gnyg2, - my) - - Q15 g2 - - 5 Gy )
y lo llamaremos descomposicién en ciclos disjuntos.
De esta forma tendremos que o(ay) = a1 para cualquier elemento de un ciclo que

no sea el dltimo, o(a,) = a; para el dltimo elemento del ciclo y o(a;) = a; para
todo elemento que no esté en el ciclo.

Ejemplo. Consideramos Si3 la siguiente representaciéon matricial:

(1 2 345 67 8 910 11 12 13
{12 133111 95106 4 7 8 2

Tendremos que la descomposicion en ciclos disjuntos sera
o=(1128104)(2 13)(3)(5 11 7)(6 9)
Tenemos que el inverso por tanto sera
oc=(4108121)(2 13)(7 11 5)(6 9)

Por ejemplo, tenemos que o(7) =5
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Observacion.
o) Sio €S, entonces o € S, para todo m > n.
e) En general, S, no es abeliano para n > 3

Ejercicio 2.2.1. (Ejercicio 14 de la Relacién)
Sean si, s5 € S7 dados por

(1234567 (1234567

27\ 5 76 21 4 3 173245176
Calculamos los siguientes elementos:

(1234567 (1234567

512711 6 723 5 4 2997\ 72 15 3 4

o (1 2 3 45 67
27\1 347526
Los podemos expresar en ciclos disjuntos como

8152:(265374) 8281:<163274>

s3=1(23476)

Teorema 2.10. Toda permutacion o € S, con o # 1 se expresa en la forma
0= ...v donde v;, i = 1,...,k son ciclos disjuntos de longitud mayor o igual
que 2. Ademads, esta descomposicion es unica salvo el orden de los factores.

Demostracion. Vamos a definir una relacién de equivalencia en X. Para ello su-
ponemos X = {1,2,...,n} y o € S, con ¢ # 1 (no es la identidad). Ademas,
consideramos la relacién R dada por

TRy <= Im € Z tal que y = o™ (x)

Es facil ver que R asi definida es una relacion de equivalencia en X. Consideramos
entonces la clase de equivalencia para x € S

C={oc"(x)/meZ}

Donde C' tiene un nimero finito de elementos (ya que X es finito). Por tanto tene-
mos que z,0(z),0%(z),...,0™ ! (z) = = son elementos de la misma clase C'.

Podemos considerar la permutacion v € S,, dada por

v = (v o(x) o*(z) ... o™(z))

De esta forma tenemos

qw={ o 1C
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y tenemos una particion de X en clases de equivalencia C;, con 7; dada por
N _ ) O (y) yed;
Yi(y) { y y # C,

Tenemos que los ciclos son disjuntos porque la particién es disjunta ya que si y € ~;,
entonces v;(y) = o(y). Siy € ; con j # ¢, entonces v;(y) = y y por tanto no puede
estar en C; y en C; simultdneamente.

Tendremos que 0 = 717 . .. V%. Veamos ahora cudl es la imagen de un cierto y € C;.
Para ello tenemos

o(y) =772 %y) =nre. . vi-1lo(y)) = o(y)

y se verifica la igualdad (trivialmente).

Para ver que es tnica se supone que existe otra y por tanto la tinica posibilidad es
reordenar los elementos pero el resto se queda igual. O

Corolario 2.10.1. El orden de cualquier permutacion es el m.c.m. de las longitudes
de los ciclos disjuntos en los que se descompone.

Demostracion. Supongamos o = ¥ ... 7. Sabemos que los ciclos conmutan, es
decir que 7;y; = ;7. Podemos escribir entonces

o =N
Por tanto tenemos que

o"=1 < y"=1Vi=1,....m

y en dicho caso O(o) = m. Por tanto O(o;)|m (divide a m) para todo i = 1,...,m.
Por tanto O(0;) es m.c.m. de las longitudes. O
Ejemplo.

o) Sy X ={1,2} y tenemos Sy = {id, (1 2)}
o) Syt X ={1,2,3} y tenemos Sy = {id, (12 3),(1 3 2),(12),(13),(23)} = D,

o) Si: X =1{1,2,3,4} y tenemos Sy = {id, (1 2),(1 3),(14),(23),(24),(34),
(123),(132),(124),(142),(134),(143),(234),(243),(1234),(1243),
(1324),(1342),(1423),(1432),(12)(24),(14)(23)}
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